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1 Symmetrien und Drehimpuls

1.1 Translation

DEFINITION:

Der Translationsoperator J; ist definiert durch
|7y = |7 + a).

EIGENSCHAFTEN:

T ist unitar (wie alle Transformationsoperatoren):

Es giltauRerdem 7;T; = 7,7 = ;T und T3 = Tt = T; (wg.

unitar) und 73 3 =1L

INFINITESIMALE TRANSLATION:

Fiir eine infinitesimale Translation dX kann man 7 ; entwickeln

(das —i ist hier kosmetisch, Op. k muss noch gefunden werden):
Tz ~ 1 — ikd%

Es folgt (bis zur ersten Ordnung in dx)

T T ~1+i(kt—k)di =1 < K'=K
Der Kommutator ist
[x;, Taz]I7) = x;|7 + dX) — Tyemi|7)

aber auch [x;, Tyz]|7) = [x;, 1 — iﬁdi]l?) =
[xi, K] = iy;.
ENDLICHE AUS INFINITESIMALEN TRANSLATIONEN:

Eine Transl. um Ax entspricht N Transl. um Ax/N.In 1D:
N

. o Ax »
Tax = Ty = lim (H — ik, W) = e tkxbx,

K IN ORTSBASIS:
Infinitesimale Translation € in 1D und Taylor-Entw. um x':

79 = [ dx . ) = [ dx fx + )
= [ax b - = [Lax 10 (weey - € 452),

wobei sich wieder schreiben lasst Y (x') = {(x'|y). Es ist auch:

1) ~ (1 — ikye)[P) = f dx [x)(xll — ikyelp)

= ] dx |x)(P(x) — ik Pp(x")).
In 3D gilt offensichtlich

dxilf')).

=Sy

k=—-iV=2 = T;=e ipa/h
BEZIEHUNG ZUR TAYLORREIHE:
In 1D fithrt T,y (x) auf die Taylorreihe von 1/)(x —a) um x:

P - @) = Tp(x) = e 2 U p(x) = Z(_ e

—idx; [xl-, kj] |#). Also:

3D: Ty ~ e tka,

1.2 Drehungen

DREHMATRIZEN UND GENERATOREN:
Drehmatrix R,(¢) fiir Drehung um den Winkel ¢ um die z-Achse

hat einen Generator G,:
cosp —sing 0 ’
R,(p) = (simp cos ¢ 0) = e iGz¢,

0 0 1
Eine Taylor-Entwicklung fiir kleine ¢ ergibt
-9*/2  —¢ 0
R,(¢) ~ ( 1) —@?%/2 0) =~ (1 —iG,p)
0 0 1
(0 —i 0) d
= G,=|i 0 0 =i—Rz(<p)|
o o o 9 =0

Die Generatoren fiir Drehungen um die x- und y- Achsen sind:

0 0 O 0 0 i
G, = (0 0 —i>, Gy = ( 0 0 0).
0 i O - 0 0
Es folgen die Relationen

(6., G/]

S —igé cda
R(@) = e~teG, G = ld—%R((X)

= iEijka'

GRUPPE DER DREHMATRIZEN:
Die Drehmatrizen bilden eine Gruppe, genannt SO (3):
SO0(3) = {R € R¥*3|RTR = RRT = 1,detR = 1}
S0(3) ist zudem eine Lie-Gruppe, denn R(&) ist analytisch in
Ay, Ay, Oy
DREHUNG EINES QUANTENMECHANICSCHEN SYSTEMS:
Eine Drehung R(&@) entspricht einem uniiren Operator D(&):
W) ey = D@IW),
|¢)R(51)R(§2)=R(a3) ‘D(al)D(aZ)llp) = D(&3)|¢)
D(&) bilden eine Darstellung der SO (3)-Gruppe, darstellbar
durch Generatoren J;:
D(@) = e W/ = Vit = i€ij-
J ist also offensichtlich ein Drehimpulsoperator, zum Beispiel
der Spin-1/2-Operator (mit den Pauli-Matrizen g;):
]i Z_B Sl - fl/ZO‘L
Es folgt daraus ((¢@)? = 0,a@%, @ = ad):
DV2(&) = e/ = g, cosa/2 — i@d sina/2
cosa/2 —id,sina/2 (—i&x + &y) sina/2
< —(idx + &y) sina/2 cosa/2 +id,sin a/2>
_ ( a b )
—-b* a*
Jede unitidre Matrix U mit det U = 1 kann in der letzten Form mit
den Cayley-Klein-Parametern a, b geschrieben werden. Diese
Matrizen bilden die Gruppe
SU(2) ={U e cluut =
WIGNER-D-MATRIZEN:
Aus D(B) — e—iwf/h — e—i/h(]zwz+]+(wx—iwy)/2+] (wx+iwy)/2) folgt
('m ID@)|jm) = & (jm’|D(@)|jm) = &0} (@),
d.h. D dndert j nicht und Dr(r{,)m(a)) sind (2j + 1) x (2j + 1)-
Matrizen, die sog. Wigner-D-Funktionen. Damit folgt:

D@m= ) |y m [D@)|jm) = ) |jm DY, @),

1,detU = 1}.

Verbindung zu den Euler-Winkeln «, 8, y (Drehung um z, y’, z''):
D(a, B,y) = e~ Wz/he=iBly/hg=iyIz/h
N Dr(nj’)m(a'ﬂ'y) = (j'm'|ei@z/he=tBIy/hg =V Iz/h|jm)
. ! . . ! i
— e—l(m a+my)(irmr|e—zﬁ]y/h|jm) — e—l(m oc+my)d1(‘r]l}m(ﬁ).
Hier wurde der a-Term nach vorne und der y-Term nach hinten
d(i)
m

angewandt. d ;. sind die Wigner-d-Funktionen.

Eigenschaften:
1. ], ist rein imaginédre Matrix = iJ, € R = dr(r]l?m € R.
2. Mit den Clebsch-Gordan-Koeffizienten gilt

a¥) dyp dJ®  (imljyjmyma)(imjyjmims).

l
ml,ml,mz,mz




1.3 Addition von Drehimpulsen
GEMEINSAME EIGENZUSTANDE:
Ein System aus zwei Drehimpulsen fl, fz hat einen
Gesamtdrehimpuls von | = J; + J, und die (2j; + 1)(2j, + 1)
Eigenzustidnde
ljim.) @ |j2"_}z> = ljrjzmams,) . .
Diese sind Eigenzustinde von JZ, J2, J1,, J»,. Auchj?,], ,J? ]2
haben gemeinsame Eigenzustinde:
%73 = 2120 Jt] = 2uille J7] + 210 JE )i = 0
Ut.J.] = Ui e+ J22] = 0
Diese vier Operatoren haben aber keine gemeinsamen
Eigenzustidnde mit J,,:
% 1121 = 202 J12] = 20 JicVai = 2ihess il
= 2ih(]1x]2y _]1y12x) * 0.
CLEBSCH-GORDAN-KOEFFIZIENTEN:
Gesucht ist nun der Eigenzustand |j; j,jm) von J2, J,, J2, JZin

Abhingigkeit des Eigenzustands |, j,mym,) von J2, J2, Jip Jaz:

ljjzmims) (ju.mimaljjzjm)
mym; Clebsch—Gordan—K.
Dasich j;, j, in |j;j,jm) trivialerweise aus |j, j,m,;m,) ergeben,
schreibt man verkiirzt oft |j; j,jm) = |jm). Es folgt
hm|jm) = J,|jm) = (1, + J2.)jm)

= h(m,; + m,) Z ljizmima){jijamym,|jm)
mym,

= h(m; + my)|jm)

ljij2jm) =

(=4 m=m1+m2.

Offensichtlich gilt also (j,j,m,;m;|j j,jm) = 0 firm # m; + m,.

Auflerdem gilt (hier ohne Beweis)
Jj=l1—Jzb i+

KONSTRUKTION DER NEUEN EIGENZUSTANDE:
Fiir den Zustand mit dem héchsten Gewicht gilt m; = j; > m =
Jj1 +j, = j und der Clebsch-Gordan-Koeffizient ist 1, da es nur
einen Zustand gibt:

lj1 + J2.J1 + J2) = ljvjzjsz)-
Durch Anwendung des J_-Operators folgen weitere
Koeffizienten mit J_ = J;_ + J,_:

J-lji +j2j1 +j2) = 20y + j)ljs + Jarji + 2 — 1)
J-lj2iz) = b 2jiljz i — Liz2) + i 2)2 ) j2 — 1)

o o, . J2 ...
= |htjujitj—1= |[—ljiv2aji — L)+ |1 J2— 1)
J1 T J2,J1 T )2 1+ J1J2:J1 J2 T+ J1J2J1,]2

Aus der Orthogonalitat
Grt+jz—Lji+2—1js+jaji+j—1) =0
folgt mit der Condon-Shortley-Konvention:

S L i . B2 ..
itia—Litj.— 1= |-——ljajr— L) — |—| J2— 1)
J1 T J2 Ji T2 i+ J1J2,J1 J2 T+ J1J2J1,]2

REKURSIONSFORMEL:
Mit]y = Jis + Jo4 = J1 folgt
(jijzmym, |]i |]m)/h
=i + 1) — m(m £ Djyjpmimy|j,m + 1)
= \/h(h +1) —my(my + Dz, my + 1, myljm)
+j2Uz + 1) — my(my F D{jyj, my,my F 1jm)
EIGENSCHAFTEN DER CLEBSCH-GORDAN-KOEFFIZIENTEN:
1. Wegen der Condon-Shortley-Konvention sind die CGK reell,
d.h. (jijamym,|jm) = (jmljij,mymy)

2. Orthogonalitdt (mit 1. kann man zeigen):

Z (2muma|jm)jj,mim,|j'm’) = (jm|j'm’) = 8" O
mym;
D Gufamama Fmd o mm) = 8t Sy
jm
3. Symmetrie:
(juzmimy|jm) = (=1)/17270(j j,, —my, —m,|j, —m)

1.4 Vektor- und Tensoroperatoren

VEKTOROPERATOREN:

Der Ortsoperator 7, Impulsoperator p, Drehimpulsoperatorf

oder auch das EM-Vektorpotential A sind Vektoroperatoren. Sei

¥ im Folgenden ein allgemeiner Vektoroperator.

Klassisch transformiert ein Vektoroperator und Drehungen so:
v; = Ryv;, R € S0(3).

Ein quantenmechanischer Zustand transformiert iiber einen

Drehoperator D(R), sodass [¢p) = D(R)|y) und

!

Wlvily) = W|DTRIVDR) ) = Ry (|| )-
Letztere Gleichung sollte natiirlicherweise gelten. Also kann man
definieren: Eine Menge von drei Operatoren {v;, v,, v;} bilden
einen Vektoroperator ¥ = (v;, v,, v3), wenn gilt

DT(R)v;D(R) = Ry;v; (*)
Es geniigt, den Kommutator mit dem Drehimpuls zu betrachten,
der ja der Generator der Drehung ist (hier Bsp. 7):
[Li,75] = €ikm[TicPm 1] = €ikmTi[pmo 1] = ihE; T
Allgemein gilt: Aquivalent zu () ist ¥ ein Vektoroperator, wenn
[]i:vj] = 1he i V.
UMSCHREIBEN IN jm-NOTATION:
Fiir das Symbol v,(,{) definiert man mit ¥ = (vy, v,, v3):
1
D @ ._ T .
Uy = s, Vyg = +\/—E(v1 +ivy).

Die Kommutatoren mit J,, /, ergeben (mit []i, vj] = ihejvg):

[/, vy =$i([/ vl +ilJ v])=$£(iv +v,)
zr Y41 \/z z Y11 — zr Y2 \/E 2=-"1

=thy) =[] = my.

s, v$P] = [x £ iy, v3] = —itw, + iihv, = V2Ro (Y.
Vergleicht man nun v,(,{) mit |jm), so zeigt sich:

Vo'l = hmv’ o J,[1m) = hn|1m)
[]J_r, vél)] = \/Ehvfl) o J4|10) = V2h|1 + 1)
= []i; vr(nl)] o Jiljm)

TENSOROPERATOREN:
Ein irreduzibler spharischer Tensoroperator vom Rang j ist ein

Satz von 2j + 1 Operatoren T,ﬁ{) mit
Vo T = hmt?, [ T0] = GG+ D = mm £ DT,
Aquivalent fiir endliche Drehungen:

DYRTYD(R) = Z TDY) (R).
ml

BEISPIEL KUGELFLACHENFUNKTIONEN:
Sei T,g) = Y}, (Operation = Multiplikation mit Y},,). Es gilt
allgemein [Vy, Yim 1) = (VieYun) [¥) + Vi Vi [0) = Y Vic 1),
wobei die Klammer (V, Y;,,,) symbolisiert, dass V;, nur auf Y;,,
angewendet wird. Damit erfiillen Y;,, die obigen Gleichungen:
[Li, Yim] = €57 [Prs Yim] = €57 0k Yim) = (LiYim)
= [Ly, Y] = (LyYim) = AmYpy,
= Ly Yim] = (Ls¥im) = AYIA+1) —mOn £ DYy,




1.5 Wigner-Eckert-Theorem
MATRIXELEMENTE VON TENSOROPERATOREN:

Betrachte mit []Z, T,fljll) = hmlT,Eljll) und J, = ]J (a, B stehe fiir

irgendwelche Quantenzahlen) und wende J, nach hinten und
vorne an:

0=<WmHMﬂ%q—Mmﬂ%)

Bj2m2>

= <ajm|h(m - mz)TrEljll) - hmlT,;jll)

ﬁj2m2>
ﬁjzmz>-

=ha(m —my, —m,) <ajm|T,E{.11)
Also muss gelten

<ajm|T,£lj11)

,szm2> =0 fir m # my +m,.

Analog nutze []i,T,gll)] = aJj1(Gy +1) —my(my 1)T7;j11i1 und
]l = J3 und wende J, nach vorne bzw. hinten an:
h\/jl(jl +1) —my(m; £1) <ajm|Trgj}il|[)’j2m2>
= {am|[12, 2] |gm2)

= 1/jG+ D —mnF D (e, m F 11.5]pjm,)
— 1ol + D) = malmy £ 1) {ajm| 50|y m + 1)

Diese Rekursionsformel gab es so sehr ahnlich (mit denselben
Vorfaktoren) schon bei den Clebsch-Gordan-Koeffizienten in 1.3.
Uber diese Rekursionsgleichungen kénnen immer drei (m,, m,)-
Tupel miteinander verbunden werden:

(m+1,my,m,) m;
= (m, ml i 1'm2) -1 p -

+ (m,my,m, + 1) (=) e
Man kann so alle Tupel bestimmen, L
wenn man ausnutzt, dass die (mj,my+ 1) X, X (my,m; —1)
Tupel/CGK aufderhalb der Flache P , ,

. . X=X (my + 1,m})

unten null sind (gelb), da die m; nur (m},m})
zwischen —j; und j; leben. Insgesamt my

kann man so viele Abhangigkeiten
herstellen, dass sich eine eindeutige Losung ergibt.

msy my+m,=j<ji+j;
my = fa
Start bei
(my,m2) NHEIN
my; = —J;
my = —j; my +my = —j my = ji

Somit entsprechen die Gleichungen gerade einem linearen
Gleichungssystem AX = 0 bzw. Ay = 0 mit

x; = {jjzmamy|jm),
Vi = <ajm|Tn(1]11) ﬁj2m2>'
wobei jedes i fiir ein Tupel (m,, m,) steht. Die Matrix A besteht
aus den Vorfaktoren, also den Wurzeln, die fiir die
Rekursionsrelationen der CGK und der Tensoroperatoren
identisch sind. Da die Lésung eindeutig ist, ist der Eigenwert 1 =
0 von A nicht entartet. Sei Z # 0 Eigenvektor zur A = 0. Es folgt:
X =cZ V=cZ = y=c,/c X
Da ¢, /c; nicht mehr von m; abhéngt, wird folgende Notation
verwendet:

c2 _ (aj||T97]18)2)

€1 V2j,+1

Damit ergibt sich das Wigner-Ecker-Theorem zu:

. -  (ai[[T9]18)2)
ﬁ]zm2> = (y2muma|jm) =
V2j,+1

<ajm|T,§{f)




2 Zeitabhangige Stoérungstheorie

2.1 Zeitabhangige Systeme und Wechselwirkungsbild

WECHSELWIRKUNGSBILD:

Betrachte einen zeitunabhiangigen Hamilton H, mit bekannten
Losungen Hy|n) = E,|n) und eine zeitabhingige Stérung V(t).
Es sei |a, t), Eigenzustand zu Hy + V. Mit |n, t) = e~*Hot/"|n)
lasst sich |a, t); wie folgt in |n) entwickeln:

0,0 =Y ca@In),  lathg = et/ ¢ (6) )
n n
Zustande im Wechselwirkungsbild (I fiir ,interaction“) sind
definiert als (S fiir ,Schrédinger):

la, t), = eHot/M|q, t)..
Damit folgt

0 a .
ihEW;t), = ihae‘HOt/hla,t)s

) d
= —Hola, t), + e™o*/Mih = |a, )
= —Hpla,t), + et/ (Hy + V)|a, t); = et/ MV|a, t),

= gifot/hye=itot/h|q, t) = V|a,t),, V, auch zeitabhingig.

Analog gilt auch die Heisenbergsche Bewegungsgleichung im
Wechselwirkungsbild fiir einen Operator 4;:

dA A
lhd_t1= [AI’HO] +a_t1.
VERGLEICH DER ZEITABHANGIGKEIT IN DEN BILDERN:
Heisenberg = Wechselw. Schrodinger
Zustande: konstant ZE mit 1, ZE mit H
Operatoren: ZE mit H ZE mit H konstant

(ZE = Zeitentwicklung)

DIFFERENTIALGLEICHUNG FUR DIE ¢, (¢):

Mit |a, t), = elHot/h| g t)g = X ¢n(t) In) von oben folgt durch
Projektion von (n| an die Wechselwirkungsbildgl. von oben:

0
iha(nla, t); = n|V|a, t), = Z(nlv,|m)(m|a,t)1_
m

Mit (n|a, t); = c,(t) und
(n|V;Im) = <n|eiHot/hve—iHot/h|m) = elEn=Em)t/hy
wobei V,,,, == (n|V|m), folgt mit w,,, = (E, — E)/h:

d .
ih=ca(6) = Z v, elommtc (1),
m

2.2 Zeitabhdngige Storungstheorie

DYSON-REIHE:
Schrédinger-Gleichung im Wechselwirkungsbild:

4]
lha la,t), = Vila,t),.
Der Zeitentwicklungsoperator U, ist eine unitire Beziehung
zwischen |a, t), und |a, t,),:

la, ), = U, (¢, to)la, to),-
Durch Einsetzen in die Schrodinger-Gleichung folgt

d
ih 7t Uy (L, to) = V(DU (¢, to),
da |a, to), offensichtlich nicht von t abhingt. Integration der
Differentialgleichung mit Anfangsbedingung U, (t,, t,) = 1 liefert

t a | t
ihf dt’au,(t, to) = ih(U(t, ty) — 1) = f dt' V,()U,(t, to)
to to

1 t
s Ultt) =1 +£f dt' v, (U, (t', t,).
to
Ein einmaliger rekursiver Iterationsschritt liefert
1t 1Y
Ul(t,tg) =1+ | dt'Vi(t) |1+ | dt”" v (")U(t", to)
ih )y, ih )y,

t!

1 rt 1 ¢
:1+,—f dt' v (t' +,—f dt' v (t' dt" v, (t"U;(t", ty),
), 4V * Gy ), 4N (£ (t", to)

to

Iteriert man unendlich oft, folgt daraus
)

21 t t'
Uy(t, ty) = Z _f dt’ f dt" - dtm™ VYV ...Vl(t(n))_
n=0 ok to to to

Offensichtlich muss t > t' > t" > --- > t™ sein. Nach
Ausfiihrung aller Integrale wurde aber letztendlich dennoch
jeder Zeitparameter t’,t", ..., t™ yon t, bis t integriert. Man
kann also auch gleich alle Integrale von ¢t bis t laufen lassen. Da
V(t"),V(t") im Allgemeinen nicht kommutieren, ist die
Zeitordnung dennoch wichtig; dies wird durch den
Zeitordnungsoperator 7' gekennzeichnet.

Ui (t, tozo

= —1 ‘ ’ ‘ ( )‘] % D, % m
é - dt'f dt”“‘f dt'™ t’ t") t).
!(lfl)" J;O t t I( ) I( ) I( )

n=0
Da es aber n! Moglichkeiten gibt, diese n Zeiten zu ordnen, muss
noch der Faktor 1/n! ergdnzt werden. Damit folgt dann weiter:

N ) Z el de v
UI(t’tO)ZZWT J; dt' Vi (t") | = Teir’to .
o

n=0
UBERGANGSAMPLITUDEN:
Ein Zustand sei zur Zeit t, im Eigenzustand |i) von H,. Zur Zeit t
gilt dann

D el = 16,8, = Uit to), = Uy )]
n
Damit folgt mit der iterativen Formel fir U, (¢, t,) (mit (n|V;]i) =

el®inty . yon 2.1):
cn(8) = (n|U, (8, to) i)
t

1
Y j dt' (v, (¢)1i)
ih J,

0

t t
j dt' | dt" v,V (i) + -

to to

Ty

1 t . I3

=6, + EJ dt'Vy, (t")et@nit
to

! t : i o ”
¥ ih 2.[ dt,f dt”Zv"m(t’)vmi(t”)elwnmt elomit” 4 ...
@z, ), L

=cP0 +cP® + D) + .




2.3  Fermis Goldene Regel flir konstante Storung

KONSTANTE STORUNG:
Betrachte die Storung:
t<o0

_ (0,
v ={; Sy
Fir ty, = 0 und n # i folgt (w,; = (E, — E;)/h):

1 ¢t . V,; etenit — 1
M = .—f dt'V,eionit’ = 22
ih J,

ih i(l)ni
2iV,;
=~ — B elonit/2 5in @, t /2
ni
|an| sin wmt/z oo |Vni|2

2 2
= || = R oot/ = = C5(wp;)
Fir t — oo geht dies gegen die §-Funktion. Somit ist die
Ubergangswahrscheinlichkeit von |i) nach |n) vor allem fiir E,, ~
E; grof3. Die Konstante C ergibt sich durch Integration der
Gleichung (Substitution X = wyt/2):

sin? w t/2
c =f Aoy — "2 = 2tf x>
oo (Wit /2) —oo

FERMIS GOLDENE REGEL IN ERSTER ORDNUNG.

Um die Ubergangswahrscheinlichkeit von einem Zustand |i) zu
einem Zustand mit Energie E,, zu berechnen, muss iiber alle
entarteten Zustdnde mit dieser Energie summiert werden -
Zustidnde mit E,, # E; werden ohnehin kaum angenommen:

Y 1el@f = [ dnleP ol .

n#*i
En=~E;

Dabei ist p(E,,) die Zustandsdichte. Fiir grof3e t ldsst sich wie
oben gezeigt die §-Funktion verwenden (5(Em-/h) = hé(En)):

v, |2
f dE, "L 218 (wn)p (Er) = f dEn T Vi 28 (En)p (En)

= 2mt.

Ile tp(En) g, ~5,
Die Ubergangsrate (also Wahrscheinlichkeit pro Zeit) ist dann
2
n] = 7 Vi Izp(En) IEan
wobei das i - [n] fiir einen Ubergang in einen beliebigen
Zustand mit Energie E,, steht.

FERMIS GOLDENE REGEL IN ZWEITER ORDNUNG:
Fiir t, = 0 und i # n gilt bis zur zweiten Ordnung

t t’
[ e [ de”y G ey V(e setnn et
0
m

Wi—>[

@y _ L
P© = Gy |

1 Z t ) o eia)mit’ -1
=— V.V . f dt'el@nm —_—
(Lfl)z nmYmi o 0

1 nm ml
dt’ La)mt
~in E; — f (e

wobei im letzten Schritt wy,, + Wy
Wegen der Summe iber m mittelt sich der Faktor e'@nmt’ weg:

(P02 L ot g 1y b £
lh E; —E, h E; —E,

La)nmt’)
J

= w,; verwendet wurde.

iﬂ)ni

Dies entsprlcht gerade c,(ll) mit Vy; = Y Vo mi/(Ei —E,).
Damit folgt offensichtlich fiir Fermis Goldene Regel bis zur
zweiten Ordnung:
2
2n Vanmi

Wism]) = 7 Vi + E—E
i m

Em+#E;

p(E)|gy~E;

2.4 Fermis Goldene Regel fir harmonische Storung

HARMONISCHE STORUNG:
Eine harmonische Stérung kann geschrieben werden als
V(t) = Velwt 4 yte-iot
sodass V = V. Da sich jede Funktion f(w) in eine Summe e‘“t
Fourier-zerlegen lasst, ist das ein wichtiges Beispiel.
Damit folgt fiir t, = 0 und { # n:

1) Lt ’ iwn;t’
Cn =7 Odt V,et¥ni

1 e e
=£(me dt’ el@nit)t +V,Tif dt e‘(’*’m"*’)t>.
0 0

Der erste Term ist grof3 for w,; + w = 0, der zweite fiir w,; —
o = 0. Man kann also eine Fallunterscheidung machen und je

einen Term streichen. c,(ll) hat da die gleiche Form wie bei der
konstanten Stoérung mit w,; = w,; + w. Also ergibt sich fiir
Fermis Goldene Regel (diesmal ohne Summe iiber die Zustande

[n]):

zn{lelzé'(E — E; + hw) Emission
i-n —

| | 8(E, — E; — hw) Absorption’

2.5 Wechselwirkung mit klassischem E-Feld
Hamilton fiir elektronmagnetisches Feld (Elektron: g = —e,
Coloumb-Eichung: [p, 4] = 0):

- >\ 2 -
poBoah) B e a0
2m 2m m '

Fiir eine ebene Welle mit Amplitude 24, und Polarisation &:
A t) = 244 cos(kP — wt) = Agé (e""fe""’” + e‘ikfei“t).
Mit Hy = p?/2m ist der Stérterm damit:

V(t) A é‘ﬁe—lkT —iwt + V'I'eiwt.
m
=V
Damit ist Fermis Goldene Regel fiir die Absorption (Vf-Term):
2me?Ad 2 sl A1
Wi—>n=7 mz |< l>| 5(En—El—ha))

Der Wirkungsquerschnitt fiir die Absorption ist

. . Energie .
Ubergangsw./Zeit Toit ini->n
Oabs = = - .
Photonenfluss = Photonen  Strahlungsenergiefluss

Flache - Zeit
Der Energiefluss der Strahlung/Photonen ist
Energie

Flache - Zeit
= (B 4 — B2 )) = ceE)
2\"° ho /. 0 .
MitE = —9A4/8t = —2Aéw sin(k# — wt) folgt
ceo(E?) = 4ceyA2w?(sin? (E? — wt)) = 2cegA3w?.
Damit folgt fiir den Wirkungsquerschnitt (a = e?/4meyhc):

how;,, 4m*h iR a5
Tabs = 2cegAZw? e ® |< | £pli >| 6(En — E; — hw).

Fiir Licht mit 2 »> Atomradius gilt k7 « 1, also e~" ~ 1. Fir
einen Hamilton H0 =p?/2m+ V (r) gilt [r;, C] = 0 und

[TL’HO

Energiefluss = = Energiedichte - ¢

p] [n,pj] =

i> ~ &nlpli) = ﬁ“"[r' HO]Ii)

[Tu pj p]]

= <n|e”‘r£“p

= 2 (B = En)(nlr]) = iéman{n7li)
Damit folgt fiir den Wirkungsquerschnitt (6 (ax) = §(x)/a):

how,_, 4m’h il
Oaps = 2. 2 = alwni(nlrll)l 6(hwni - hw)
2ceqdw

= 42 @y, [(n]7]i)|26 (W — w).




2.6 Photoelektrischer Effekt

Beim Photoeffekt schlagt ein Photon der Energie fiw ein
Elektron aus seinem gebundenen Zustand |i) (z. B.
Grundzustand des Wasserstoffatoms). Dabei soll die Energie Aw
viel grofier als die Bindungsenergie sein, sodass das Elektron
nach dem Herausschlagen (finaler Zustand) als Ebene Welle
(;|E) = [3/2pik7
angenommen werden kann, wobei L™3/? ein Normierungsfaktor
darstellt (Wiirfel mit Kantenldnge L). Periodische

Randbedingungen (7 + &L|k) = (7|k) sind erfillt firr k =
2m/L (nx,ny, nz)T, wobei n,, ny,n, € Z. Fir grofde L ist k
praktisch kontinuierlich. Mit der Zustandsdichte (L/2m)? folgt

fiir den Wirkungsquerschnitt
3 3

3 L do , (L
= dzk (E) Oabs — d,Q dk k (%) Oabs-
Dabei entspricht das Integral und die Zustandsdichte einer

Summation iiber die Endzustiande. Transformiert man das
Integral in ein Integral iiber die Energie, nutzt man E =

(hk)?/2m, woraus
mk
dk k? = ?dE dE —\/ =dE p(E)
und damit mit dem o, aus 2.5, wobel E, hier die finale Energie

Ef = EL' + hw ist:
3

do 1 L

—_ = R 3 -

o f dE gz 2mE <2n) Jabs
L 34n2h ol T

J-dE — a|<k|e””£p

211 m2w
o

L\’ 4n?a B A
(271’) hmw e |<kf|

wobei k der Wellenvektor des Photons ist.

Sei nun der initiale Zustand der Grundzustand eines
wasserstoffahnlichen Atoms (Coulombpotential, aber
Kernladung Z), also

2
L>| p(E) 8(Ef — E; — hw)
=mk/h?

3/2
e—zr/ao

. o 1 /Z
(Fliy = ;) = Yp0(8, )Ry (1) = \/_E(a_o)

Dann lasst sich das Matrixelement berechnen, wobei fiir das

einfallende Photon k = w/cfiund i der Normalenvektor in k-
Richtung ist.

(kf|elwn‘r/c

LT
i) = f re (—mV)w @)

L3/2
_ ihé d3 —iﬁfv (P — d3 -iqt
L3/2 re lpl (T) L3/2 re ll) (T)
hek
f

— ot [ ety = B @)
Dabei wurde ¢ = I:C)f — wii/c definitert und im dritten Schritt
partiell Integriert, um die e-Funktion anstelle von 1; abzuleiten.
Da fiir den Polarisationsvektor € L 7 gilt, folgte éG = éﬁf.
¢:(@) = 8Vn(Z/a0)**(q* + 2% /af) 2

ist die Fouriertransformierte von 1p (77) Damit folgt:
do ha

E 2rme

2.7 Energieverschiebung und Zerfallsbreite
Fiir eine konstante St('jrung (2.3) galt in 2. Ordnung

VoV,
(2) nmYmi iwit!
t) = dt’ ni
© = in E,—E, J. (e

FurE,, +# E; = E, oszﬂhert el@nmt’ ynter dem Integral schnell
und fliegt weg. Doch was wenn E,;, = E;?
ADIABATICHES EINSCHALTEN LIEFERT GLEICHES
ERGEBNIS:
Man betrachte V(t) = "V, > 0 (adiabatisches Einschalten)
und setzt spater n — 0. Fiir t, - —oo gilt [n) - |i):
e (8) = 8 = 0,
(1) iV ft e ent'eiwnit' _ Eeﬂfel(vnit
ih M) ih n+iwy
Damit 1st die Ubergangswahrscheinlichkeit pro Zeit
_ 6)) 2|Vm| n

Woi = | o = e T
-8 (Wni) -0
Das ist gerade Fermis Goldene Regel, das adiabatische
Einschalten funktioniert also.
ANWENDUNGSBEISPIEL: ZUSTAND UNVERANDERT
Fiir den Ubergang, der den Zustand unverandert lasst, gilt:

Cl(o)(t) = 6ii =1

Lwnmt')

S V2B, ~ B

Vi e

1 ¢ : ’ ’
(1)(t) = Ef dt’ V e”"iit e"t = lh T

" t ” e’ el(a)ml—lﬂ)f
=— > dt' eiwm—mt'
(m)ZZ' ! Lo (e — )

_ 1 Z |Vim|2 ft dt' leltl _ l |Vim|2 e?nt
(ih)? 1) + i ih - E;, — E, +ihn 2n
|Vii|2 e?nt |Vzm|2 e?nt

=(ih)2 2n? thE —E,, +ihn 2n°
Damit gilt fiir die Ableltung von ¢;_bis zur zweiten Ordnung:

Gt = Vi ot 4 Vil e Z"E Z [Vin 2
¢ (Lh)2 Lh E; — E,, +ihn

Vie"™\ Vi 1 [Vim |
14+ ——|—e +— R L —
( T S R Ly~ By + i

e+ 0(V?)

et + o(V?)

Vi |?
©, @ Vit pe (@ [Vim ant
( +cVyow )) e +( +0(V)) 2 —E T
Vi 1 [Vim|?

= —Lent _m et 3

Cl(t)(he +m By — By + 0P +o0)
zci'(t) v+ |Vlm|2 Cl(t) A,

in E —E,, +ian in

Im letzten Schrltt wurde fiir kleine n und V genédhert und
schliefdlich A; als dieser Klammerausdruck definiert. Die Losung
dieser Differentialgleichung ist offensichtlich ¢;(t) =
c;(0)e#it/" oder, im Schrodinger-Bild:

c;(t) = ¢;(0)e~E+AIL/R,
Allgemein gilt in der Analysis mit dem Cauchy-Hauptwert CH:

1
) = CH-—— ind (x).
x

1 _ ] ( X i €
elgl’fx + ie = Ao x2 + €2 lxz + €2
= lim AP = CHZ | ""l iﬂZ|Vim|26(Ei — Ep).

n-0t m#i m#i
Ein Vergleich mit Fermis Goldener Regel zeigt

lp ZW 25(E E)—hz
2 =T im i m _2 Wism

m#i m=i

und damit folgt fiir n = 0 (Wechselwirkungsbild):
Ci(t) — Ci(O)e_iAit/h — Cl.(O)Q_iRe(Ai)t/he_rit/Zh.
Eine Fouriertransformation von c; im Schrédingerbild liefert

e (B)I? ~ 5 ,
(E — (E; + Reh))” +T?/4
also steht I} fiir die Zerfallsbreite.




3 Identische Teilchen

3.1 Permutationen bei Vielteilchensystemen

PERMUTATIONSOPERATOR:
Zwei identische Teilchen kénnen durch einen Produktzustand
[K")|K'") beschrieben werden, wobei K’ # K'' kollektiv fiir die
Eigenwerte stehe. Es gibt dann eine ,,Austauschentartung”, weil
|[K'")|K') die gleiche Situation beschreibt. Der
Permutationsoperator P;; vertausche in einem n-
Teilchenzustand |K')|[K"') - |K(")) die Zustande an i-ter und j-
ter Stelle. Alle méglichen Permutationen (auch Mehrfache P;;Py,;)
bilden die symmetrische Gruppe S,, = {P,T = [lujp Pij}, wobei {ij}
einen Satz von Teilchenpaaren symbolisiert. Es gibt n!
Moglichkeiten n Teilchen anzuordnen, also hat S,, n! Elemente
(d.h. redundante wie z.B. P;; P, = Py, P;; fiir kommen nur einmal
vor). Eigenschaften sind
Pj =1, PPy # PPy,

d.h. zwei Operatoren, die u. A. die gleiche Position vertauschen
kommutieren nicht.
PERMUTATION VON OBSERVABLEN:
Zwei observable Operatoren A, A, der auf das erste Teilchen
bzw. das zweite Teilchen wirkt, also 4,|a’)|a’’) = a’|a’)|a’) und
Ayla")a")y = a"'|la’)|a’"), vertauscht unter dem
Permutationsoperator (P! = P;,):
P, A Pt a')|a") = PipAla")|a’) = Ppa”|a”)|a’) = a”|a’)]a")

= Ala)a”) =  PpAPE = A, )
HAMILTONOPERATOR UND ZEITENTWICKLUNG FUR n = 2:
Fiir einen Hamiltonoperator der Art

p p
- - + Vext(rl) + Vext(rz) + V(lrl - rZD

H=—+—
2m  2m
gilt offensichtlich [H, P;;] = 0, H und P,, haben also gemeinsame
Eigenzustinde. Wegen PZ = 1 sind die Eigenwerte von P gerade
+1, die Eigenfunktionen kénnen also geschrieben werden als
1
IK'K")+ \/E(lK MK") £ [K")K')).

Da |K'K"), Eigenzustiande von H sind, mischen sie nicht unter
Zeitentwicklung.
HAMILTONOPERATOR UND ZEITENTWICKLUNG FUR n > 2:
Fiir n > 2 gilt immer noch [H, Pij] = 0, aber z. B. [P;5, P,3] # 0.
Man klassifiziert also die Zustdande nach irreduziblen
Darstellungen der S,,. Jede Gruppe S,, hat zwei eindimensionale
irreduzible Darstellungen:

Symmetrische Darstellung 7 — 1

Symmetrischer Zustand (N ist Normierung):

|K'---K("))+ = N z P K"y |K("))
TESY
Antisymmetrische Darstellung
+1, P = gerade Anzahl von P;;
T O = {—1, P, = ungerade Anzahl von P;;’
Antisymmetrischer Zustand:
|K" - K®™)_ =N z 8P |K') -+ |[K™), hier: N = =S
Vn!
TESY
Fiir den antisymmetrischen Zustand gilt

PylK' - K™)_ = —Z 8 PijPrIK') -
TL’ESn =—5n —P i
= Z Sy P |K') - |[KM) = —|K" - KM)_,
71: Tesy

Experlmenteller Befund: Alle Teilchen sind entweder Bosonen
(symmetrisch) oder Fermionen (antisymmetrisch).

K@)

3.2 Vielteilchensysteme in Atomen

AUSTAUSCHDICHTE:
Man betrachte den Hamilton fiir zwei identische Fermionen

"2
H—§L+V(Q+ V),

wobei

(5_L+ v(X; )> Yap (X)) = EgpPap(X;)

fiir zwei verschiedene Eigenfunktionen ¢, und ¢ gilt. Die
Wellenfunktion ist dann

Yu (XY ()X,
wobei y den Spinanteil der Wellenfunktion symbolisiert. Wegen
der Fermi-Dirac-Statistik muss diese allerdings noch
antisymmetrisiert werden:

1
q"(fly J_52) = ﬁ (wA(fl)lpB (9_52) Ty, (552)1/)3 (9_51)):

wobei das + fiir einen Singlet-Zustand (d. h. antisymmetrischer

Spinanteil) und das — fiir einen Triplett-Zustand gilt (d. h.

symmetrischer Spinanteil).

Die Wahrscheinlichkeit, dass Teilchen 1 im Volumen dx3 bei ¥,

und dass Teilchen 2 im Volumen dx3 bei %, ist, betrigt dann
Wy, %) 1P dxidx; = W(Ey, X)W (%, X,)dx? dx3

1 . . . .
= (E (UPpa GO [We D12 + [Ya G2 1We (X))

t Re(‘/JA(Ja)l/JB EPa (X)) Y5 (’?1))) dxfdxg’. Q)

Der Realteil-Term ist die sogenannte Austauschdichte, denn er
ist null, wenn die Wellenfunktionen sich nicht tiberlappen.
BEISPIEL HELIUMATOM:
Hamilton-Operator des Heliumatoms:

O ze”_, S

2m  2m  4Amegx, 4-7T60x2 4Ty X, — Xy
Dabei wird er letzte Term als Storung V zum Rest H, betrachtet.
Man betrachte den H,-Eigenzustand
KDK"Y = [100) 1) Xim ey

das heifst ein Elektron sei im Grundzustand. Dann ist

W 2) = = (Y100 G Pnim ) + Y100 rim (21)
7

und die Eigenwerte von H, sind

2

Z%e?
dmeqgaon?
Der Energie-Shift durch den V-Term in erster Ordnung
zeitunabhdngiger Storungstheorie betragt

E© = Eioo + Enim»  Enim = —

=14

2
B dmeg|X; — Xy
mit (die ersten beiden Terme in Gl. (*) sind integriert identisch)

= J-dxfdxg |1/’100(5C)1)|2|1/)n1m(922)|zv

] = J- dx13dx23 1/’100(3?1)1/’nzm(552)V¢;00(fz)wrilm(fﬂ € R

Es ergibt sich also eine Energieaufspaltung, da die Singlet-
Zustinde (Parahelium) andere Energieshifts haben als die
Triplet-Zustiande (Orthohelium). H ist nicht explizit
spinabhdngig, dennoch induziert der Austauschterm einen
spinabhéingigen Wechselwirkungsterm. Es gilt

—-3/2 s=0

— —32) =

h2 (s §t-33)=s(s+1)— { 12 s=1

und damit lasst sich die Spinabhangigkeit hmschreiben:
1 3/ os=0). . 1 2],
A_Ii]_l_ij_]{l/z s=1}_1_51 R




4 Pfadintegrale

4.1 Pfadintegraldarstellung fir Propagation
Ziel ist es, den Propagator (g; ist eine Ortvariable)
(astr|qits) = <q J|emifrmn| qi>
zu berechnen. Man unterteilt nun das Zeitintervall (tl-, tf) inn+

1 Teilintervalle t; < ¢y < -+ <t¢; < <t, <ty Ein Intervall hat
dann die Dauer
_ tr—t; — ¢
te= n+1 7
Nun fiigt man fiir jede Zeit I = [ dg; |qjtj)(qjtj| ein:
{artelait:)
= f---qul---dqn (@rtrlantaantal dn-1tn-1) - {qrtslqits).
Jedes der Matrixelemente lasst sich wie folgt berechnen:

(qj1tje1]a;t;) = <q},+1|e—iﬁ(t]~+1—t]~)/fl|q},> = (qj41|e"7/"|q;)

it ~
~(qj41la;) - E(qi+1|H|qi)'

Der erste Term lasst sich in der Fourier-transformierten §-

Funktion schreiben,

Weo g
(gj+1la;) = 6(qj01—q)) = onh r@+ay),
der zweite Term ergibt unter der Annahme H = p2/2m + V(§)

<q}+1

+1 _tj-

> |q,> (@j41|V@]a;)

=f dpdp’  (qj41|p’) ( 2m|p> (pla))
1 ip'qip /T 1 —qu 7
e sy Emme

+V(q])5(q]+1 q})
f_ezp(q,ﬂ q,)/ftp_+V( J)J_elp(q]+1 aj)/h

Eingesetzt ergibt sich damit
dp .. g it [ p?
(Qj+1tj+1|thj) i fﬁ enlUn=u) (g — ﬁ(ﬁ + V(qj)

~ fd_p e%(‘ljﬂ“lj)e—iTTH(Prq]‘)
2mh ’
wobei H(p, qj) jetzt die klassische Hamiltonfunktion ist, also

kein Operator mehr. Damit ergibt sich:

(artrlasts)
. n
. i
= gg{}oj---fDq Dpexp(EZ(pj(Qj+1 - q;) —TH(p,-,q,-))>,
=0
n
. dp;
mit Dgq = ndqj, Dp = ﬁ
j=0

Fur H(p, q) = p?/2m + V(q) lasst sich das Argument der
Exponentialfunktion quadratisch ergianzen:

D ™ T
7 (G =) =50 =5V (9)

2 2
_ v _4nTY m(Qj+1—Qj) T _
- ( n ,/m/m) T R/ (@)

und damit folgt unter Verwendung von [°._dp; e = [n/a:
(artylait:)

2
limf J-quxp E —m(qj+1—qj) —V(qj)

n-oo 2‘[2

=f fl)q exp f dtL(q, q) J- J-Dq ehs[l“(qq)
n+1
it Da = D ( 2mmh ) _ ( m )T
m =54 (2mh)zit Dq 2imht '



5 Relativistische QM

5.1 Vierervektoren
GRUNDBEGRIFFE UND EIGENSCHAFTEN:
7, t kombiniert man zu Vierervektoren
xH = (x% x,x2%,x3) = (ct,7)
wobei das Quadrat invariant ist:
x-x =xtx, = (ct)> =7 = xFg,x".
Guv ist der Metrische Tensor, der die kovariante
Vierervektordarstellung definiert:
x, = gpx” = (ct,—7).
Die Positionen (oben/unten) von Indizes, iber die summiert
wird, lassen sich immer vertauschen:
xt=gtx, =gty = g4, =4"%.
In Matrixschreibweise ist g*, also die Einheitsmatrix und daher
95 =9"gy = lI=g'g = g" =gz
Eine Lorentz-Transformation
x'* = AF xV
sollte die Lange invariant lassen, also muss gelten
x'-x' = x’”gwx = XA, g N ex€ = x"gnex
= YGpe = N ngyv = A" A €= AynA#e
Alsogilt ATA =1 < AT = A‘
LISTE VON PHYSIKALISCHEN VIERERVEKTOREN:

e g\

Ortsvierervektor: = (ct,7)

Viererimpuls: pt =(E/c,p)
Viererpotential: Ak = (¢/c,A)

Viererstrom: Jj* = (cp,))

Viererableitung: o =0/0x, = (c‘%/@t,—ﬁ)

5.2 Klein-Gordon-Gleichung
HERLEITUNG DER GLEICHUNG:
Unter den Ersetzungsregeln E — ih d/dt und p - —ihV folgt

E | /1o .
L N T

Klassisch erhalt man die Schrodinger-Gleichung fiir ein freies
Teilchen durch Anwendung der Ersetzungsregeln fiir

E P’ in 0 n” V2
= — — JR— —_— e —_— .
2m ' Btlp 2m v
Entsprechend folgt aus der relativistischen Energiegleichung:
2 2 Q2
—=p*+(mc)*? = P, = —h2V*Y + (mc)*y
C2 2 atZ
2 (1 9? 2 2 25 A 2
< 0=h _zﬁ_v Y + (me)*yY = h?9,0"Y + (mc)*y

o (aua# + (%)z)zp - 0.

Das ist die Klein-Gordon-Gleichung. Lost man diese mit einem
Ebene-Wellen-Ansatz
1y, () ~ e—iPx/h — o—iEt/hip% /h

folgt

(0 + () )= (- 4p) (502) - G o
=<z_z+(¥)>¢p=0 o

E
PN 2 — 2 — (_’ ->) — _ 32
(me)*=p e =

& E =+ (pc)? + (mc?)?.
Es gibt also auch negative Energie und das Energiespektrum ist
nach unten unbeschrankt.
WAHRSCHEINLICHKEITSSTROM:
Gesucht ist nun eine Wahrscheinlichkeitsinterpretation fir i,
liber die Wahrscheinlichkeitsdichte p und den -strom . Also
sollte die Kontinuitatsgleichung

dp 19(cp)
0=—+V=——"+4+V/=0, "
ac TS TS
folgen. Mit der Klein-Gordon-Gleichung folgt

lp(aa +( ))¢ lp(aau(h)z)w*

= lﬂ*@ua"lﬂ - lliaua“ll)* = OM(IP*a”Iﬁ — o).
Nimmt man also an, dass j* ~ *0#yp — Yo#y*, sodass d,j* = 0
erfiillt ist. Auflerdem ist die Raumkomponente j* so
proportional zum nicht-relativistischen
Wahrscheinlichkeitsstrom (siehe QM| 1.8):

(w Yoo *’_(w*vj’;;fffw>'
Man definiert man also
L ih X
= o "9 — oy,

Fiir einen stationiren Zustand Yg (x) = e‘iEt/hlpE (%) folgt

j°  in 5
b=l Sy ) = e
Da aber die Energie E auch negatlv seln kann, kann p
offensichtlich nicht als Wahrscheinlichkeitsdichte interpretiert
werden. Eine Losung ist es, j# nicht als
Wahrscheinlichkeitsstrom, sondern als elektromagnetischen
Strom zu interpretieren und p als Ladungsdichte. Fiir p 2 0
wiirden dann etwa w® (Pionen) dominieren.




5.3 Dirac-Gleichung
HERLEITUNG DER GLEICHUNG:
Die Klein-Gordon-Gleichung ergibt sich aus der relativistischen
Energiegleichung
E?/c? — p* — (mc)* = p,p* — (mc)?* = 0,
doch dies ergab problematische negative Energien, was letztlich
daran lag, dass E quadratisch vorkommt. Dirac versucht nun,
diese Gleichung zu faktorisieren, um eine Gleichung linear in E
zu bekommen. Gesucht sind daher Koeffizienten Vi sodass
0 = pup* — (me)? = (yp* + mc)(yyp¥ — me)
= PP — (Vup* — vup¥)me — (mc)?
= Y ¥wp*p” — (me)*.
Offensichtlich muss also gelten, dass
pup* =p§ — i —p3 — P = vunptp’
= ¥§ps +viv: +vip: +vipi + Z (Vurw + myu)ptp".
u<v
Offensichtlich miissen die y,, Matrizen sein und sie miissen
{Vp.' Vv} = Zg/,w
erfiillen, wobei goo = 1, g;; = —1und g, = 0, # v ist. Das
geht mit 4 X 4-Matrizen, zum Beispiel

=(3 ) =(% ©)
Yo=1\o —a,)’ Yi= -0; 0/)

Um nun p,p* — (mc)? zu erfiillen, geniigt es auch, (yﬂp“ —
mc) = 0 zu erfiillen. Mit p,, - ihd, folgt dann die Dirac-
Gleichung:

(ihy,0* —mc)y = 0.
1 ist nun ein Vektor mit vier Komponenten, genannt Bi-Spinor.
WAHRSCHEINLICHKEITSSTROM:
Gesucht ist nun wieder ein Strom j* = (pc,) mit d,j* = 0 und
p = 0. Multipliziert man an die obige Dirac-Gleichung und an die
komplex-kunjugierte Form y, und ¥ bzw. y* und addiert diese
beiden Ausdriicke erhélt man mit yZ = 1 = ay:

0 = Py, (ihy, 0% — me)P + y, (ihy, 0% + mc)ypt
=0 -0
m(¢+mau¢ + Py, 0 yt)
= in (12— Yo T+ — e T

= in (G 2wty — v yara)
Mit p = 1 = ¥i,[9;1> > 0 und j; = cypTy,y;y folgt damit

Der erhaltene Strom ist also
j* = (cp.)) = (T, cpTyyy) = (cyTy®
=cpTyoy*yp = ey,
wobei der Pauli-adjungierte Spinor ¢ := P Ty? definiert wurde.
LOSUNGEN MIT NEGATIVER ENERGIE:
Fir eine ebene Welle Y (x) = W(p)e_ipﬂx”/h folgt
0= (ihyua“ — mc)t/) = (yup” — mc)w.
Sei p = 0, sodass y,p* = y,E/c. Damit folgt
(E/c —mc)a, 0
( 0 —(E/c+ mc)00> wp) = 0.
Dieses Eigenwertproblem zwei Eigenwerte mit je zwei
Eigenvektoren,
E = mc?,
E = —mc?,

Yo, cp Ty Oy y)

Wl = (1IOIOI0)TI
= (Ololllo)Tl

WZ = (OlllOIO)Tl
ws = (0,0,0,1)7.

5.4 Kopplung an das EM-Feld: Pauli-Gleichung
Ein externes EM-Feld wird beschrieben durch das Potential
AH = (qﬁ/c,/f), wobei B =V x /T, E= V¢ — G/T/at.
Das Prinzip der Minimalen Kopplung besagt, dass im
Hamiltonformalismus das EM-Feld durch p# — p#* — qgA*
einbezogen wird. In der Quantenmechanik folgt damit
p# = ihd* — qA* = ih (6“ + %A“) = (hD*,
wobei hiermit die kovariante Ableitung D* definiert wurde. Die
Dirac-Gleichung wird damit zu
(ihyHD“ - mc)tp =0.
Man betrachte nun den nicht-relativistischen Grenzfall, fiir den
die Energie E = mc? + Ej ist, wobei E5 < mc? die Energie aus
der Schrodinger-Gleichung ist. Es gilt i ~ e~#*/" und man
wahle den Ansatz
w(f, t) — e—imczt/h ((p(f' t)> — e—me t/h —iEst/h ((p(x)>
X(x; t) )((x)
wobei ¢, y Vektoren mit zwei Komponenten seien. Definiert man
die Abkiirzung ! := —ihV! — gA' lasst sich die Dirac-Gleichung
in Komponenten schreiben als (multipliziert mit c)

o (88
= ity (§) + meryo () = voas () (% (9

e i
)=ao (L) =e(55) -me (3)
)

() ene(,

Die obere und untere Glelchung liefert nun (V := q¢
ihg = qpo + cany,
ihy — qpy = (Es — V)x = caip — 2mc?y.
Dabei wurde y = —iEg/h y vewendet.
Man kann nun nach y umstellen
cOT 5 oT
= ome? + E; —v? % 2mc?
und dies in nicht-relativistischer Nidherung Eg, V < mc?2die erste
Gleichung einsetzen:

"y +(5ﬁ)2
ihg =~ qpg o P

Unter Verwendung von eijk{r[i, 7'[]-} = 0 (e ist antisymmetrisch,

der Antikommutator symmetrisch) sowie [T[i,T[j] = —q[p,-,Aj] -
q[Ai,p]-] = ihq ((ViAj) - (VjAl-)) (siehe auch QM |, 1.5) folgt
1 1
(61)* = oyoymym; = <§ [0, 0] + E{m,cf,-}) ;m;
(ieijkak + (Si]-)ﬂiﬂj =

1 N
= i€y 01 (E [m, ;] + E{ni’ nj}) + 72

iEiijkT[i”j + 77[’2

L, _qh
=72 — 70']( Eijk(ViAj) - w
=—€ijk(Vi4))

=(@- q/f)z — qhdB.
Damit folgt die sogenannte Pauli-Gleichung (5 = h/2 &):
>\ 2

(% - q4) q .
————¢@ —-—25B .

¢~ om =B + qqdmo
Fiir ein schwaches homogenes Magnetfeld A = B x #/2 =
VxA=B folgt

ihg =

(G —qd)’
2m 2m 2m (pA+Ap)
p? P’
=L LB x ) + (B x P =1 LB xp)
=L
und damit

ihg ~ ﬁ—z(p 7 (Z + 2§)§<p.
2m 2m
Der Landé-Faktor g = 2 fiir den Spin taucht hier ganz natiirlich

auf.




5.5 Relativistische Korrektur, Darwin-Term

Der Einfachheit halber sei nun 4 = 0, also 7 = $ und (67)% =
0,0, LT = (Sij + ieijkak)ninj = m;m; = p2.In den Gleichungen
aus 5.4 vernachlissigt man Eg — V gegeniiber mc? nun nicht,
sondern nahert fiir Eg — V < mc?:

1 o7 1 Es—Vy
2mc 1+ (Es —V)/2mc? v= 2mc( "~ 2me? )an(p.
Wegen ¢ = —iEs/h ¢ (folgt aus der Definition von ¢ in 5.4)
folgt aus der Gleichung ihp = qop@ + camy (mitV = q¢p)

(Es — V)@ = cdy. Setzt man das y von oben ein, erhilt man
oT Es—Vy (¢m)? on s

(Bs = V) ~ ﬁ(l "~ 2me? )cm(p “om T amae (Es = V)Te.

Nun gilt fir den Term (da 7 = p)
(Es —V)oip =6p (Es—V)e +3[Es—V,ple.
=@p)2¢p/2m+-- =—ik(VV)
Dabei wurde fiir den (Eg — V)¢@-Term die obige Gleichung
verwendet und Terme O(Es; — V) vernachlissigt. Einsetzen
ergibt (man bedenke (65)? = p? von ganz oben)

X:

(6p)* op ((@p)° . .
(Es = Vg ~ 2m © 4mZc2\ 2m —iha(WV) |¢
(P p* in
< B9 = %+V (p_8m3c2(p+4m2c2 (Zfl (VY0
ieijko-k"'sij

52 4 h(VV x p)o ih
- <2pm 8n€3c2 * V)(p 4m2c€ O pmic? PV
Der p*-Term ist die relativistische Korrektur. Fiir ein
Zentralpotential folgt VV = dV /dr #/r und man erhilt den
Term fiir die Spin-Bahn-Kopplung:
A(VV X )G L3 av
4m?c?

- 2m2c?rdr’
DARWIN-TERM:
Der letzte Term ist problematisch, da nach Produktregel
ihp(VV) = h2((V2V) + (VV)V)
folgt. V2V und VV sind Faktoren, keine Operatoren, aber V ist ein
Operator und er ist nicht hermitesch! Daher ist die
Wahrscheinlichkeitsdichte nicht erhalten. Die
Wabhrscheinlichkeitsdichte ist mit y ~ 7@ /2mc aus 5.4
5=\ 2 »2
Vi =9lo+xTx~oTo+o! (M> P~ (1+p—><p
2mce 8m?2c?
wobei die letzte Nidherung gilt, wenn O(5*) vernachlassigt
werden. Nun zeigt sich, das die
Wahrscheinlichkeitsinterpretation fiir |¢>|2 okay ist, wobei

p
¢=ﬂ<p==<1+8 c2>"’

Damit QQ™! = 1 + 0(g*) ist, muss Q! = 1 — §?/8m?c? sein.
Die Gleichung Egp = H,¢, wobei H,, die ganzen Operatoren
(kin- Energie, rel. Korrektur, Spin-Bahn-Koppl. usw.)
zusammenfasst, soll nun ersetzt werden durch Eq¢p = H¢p. Was
ist H? Mit ¢ = Q~'¢ folgt fiir Esp = Hy,¢

2

’

22
_ p

1
- H(p¢ + 2 2 [ ]¢l
wobei H, ~ p 2n2m+v + 0(1/(mc) ) gendhert wurde. Also ist
mit der Produktregel fiir beide Ableitungen in V;V,;V
hZ 2
H—Hy~ ————[V3,V] =

8m2c
2

h h?
=-— ((v ViV) + 2(V, V)Y, ) =~ gmic ((V2v) + 2(VW)V)

Also folgt fur H ganz hinten der Darwin- Term

(VVV AAD)

H¢
(BB A(VV X §)3
B (ﬁ_Sm%z +V>¢+ 4m?c?
h? h?
+ oz ((V2V) + (VV)V)¢p — BmZe ——((V*V) + 2(VV)V)¢

h(VV X p)cr
4m?2c2

pr_ 7
= (———+V>¢+ ¢+8m2c2 ((v2)e

5.6 Allgemeine Lorentz-Transformation von Spinoren

DEFINITION DER LORENTZ-TRANSFORMATION:
Eine Lorentz-Transformation ist eine Transformation x'# =
A X", derart, dass die relativistische Lange erhalten bleibt:

!
— H oAV ,€,0 = €,.0
—guvA eA oX X7 = JegX X

= g% = 6%

x'x' = gxtx’t

= Gl N =My =gy & AFN,
Also gilt (A™1)€, = A,f und detA = +1.
INFINITESIMALE LORENTZ-TRANSFORMATION:
Man betrachte eine infinitesimale Lorentz-Transformation

Ay = g%+ 0,
sodass
9% =My = (9 + 0,)(G% + %) = g% + 0% + W,
S Weg = ~Wge-

Also ist w eine antisymmetrische 4 x 4-Matrix, hat also 6 freie
Parameter: Drei fiir Drehungen mit Generatoren f und drei fiir

Boosts mit Generatoren K.
LORENTZ-TRANSFORMATION VON DIRAC-SPINOREN:
Die Dirac-Gleichung sollte in allen Inertialsystemen gelten, also
. mc . ! mc ! !

(o -=)vp@ =0 (' -—-)¥'&r=o.

Gesucht ist eine lineare Abbildung S(A) mit
P'(x") = SWP(x) = SN x).
Automatisch sollte gelten, dass S(A;A;) = S(A1)S(A,),
fir A; = I folgt daraus S(I) = I, fiir A, = A7* folgt S(A™1) =
S~1(A). Die S(A) sollen nun konstruiert werden. Zunichst setzt
man Y (x) = S(A")y’(x") in die Dirac-Gleichung:
mc
(9, —5-) Sy &) =0
mc
= 0=S() (iy“(?# - T) S(A™HY' (x")

. u -1 mc (oW
= (s s()a, = =) ¥' ).
Transformation der Ableitung 9, = dx"/dx* d,, = A", 0,:
0= (iS(A)y#S(A—l)AV#aV’ - %) W' ().

Offensichtlich muss also S(A)y”S(A'l)A"M = vV sein, um die
transformierte Dirac-Gleichung zu erhalten. Multipliziert man
S(A™Y) von links und S(A) von rechts, erhalt man

yEAY, = S(TDYUS(A),
da AY, nur eine Matrix-Komponente ist und mit S kommutiert.
Fiir eine infinitesimale Transformation A", = g%, + w", macht
man einen Ansatz
SN =1

wobei —ig,z/4 der zu bestimmende Koeffizient ist. Damit
SMWSA™Y) =1+ 0(w?)ist, muss S(A™YH) =1+ iaa/;w“ﬁ/él sein.
Da w antisymmetrisch ist, tragen nur antisymmetrische Anteile
von o bei. Setzt man all dies ein, erhilt man

(g% + w%,) = (]I +ig w“ﬁ)y" (]I ~is a)“ﬁ)

u U 4 ap 4 ap

i
e yheY, = Za)“ﬁ[aa[;,y"] + 0(w?).

_Za“ﬁw ap

Zum Koeffizientenvergleich zwischen der linken und rechten
Seite ist es sinnvoll, y*w", = w* g%,y = 0™ (g% s — 9"5¥a)/2
zu schreiben. Dann folgt:

[v", 0up) = 2i(9%¥s — 9"8Va)-
Da {Vw yv} =29, stehen rechts Produkte von drei y-Matrizen,
antisymm. in @, 8. Man wéhle daher den Ansatz o,5 = N[ya, yﬁ]:

1

N [V, 0ag]
=v"(Va¥p — Vp¥a) — (Va¥s — Vpva)Y”
+ YoV Vg = VY VYa — VoV Vg + V5V Va

=0
=29"%Yp — 29"Ya — 2Ya9'p + 2V

[
= 4(9%vp — 9%Va) = 2i(9"%¥s — 9"sVa)/N.
Also gilt o, = i[ya, yﬁ]/Z. Es gilt damit fiir endliche Drehungen
S(A) = exp(—iw“ﬁaaﬁ/ll).




5.7 Lorentz-Transf. des Wahrscheinlichkeitsstroms
Mit y#t = y Oy H#y0 folgt
t ; f Tyt ot Tt ot
aap = (ilvavsl/2) = (=ilvs.val/2) = ilva,v5]/2
= i[y°%ay % vysv°)/2 = iv°[Yar V5 ]¥®/2 = ¥ 0up7°
und fiir 0;2 aus der Exponentialreihe yoag}ﬁyo und mit 5.6 auch

i i
ST) = exp (300l ) = v exp (5 0%y ) y° = 1OS A
Fiir 1, das in j* = cip(x)y*y(x) auftaucht, folgt daher
Ni I I 7 t
P'(x") =Ty = (SWY(H)) v° = pT)STa)y°
= YTy OSTWY° = YTy °y oy °S(A)y %y °
=t y°s@A™) = p)SA™).
Das Transformationsverhalten fiir v ist einfacher, als fiir 1,b+,
zusammengefasst gilt ~ ~
P'(x") = SP(x) und P'(x) =9p)S.
Der Wahrscheinlichkeitsstrom trans_formiert sich also zu
JH@D) = cp' ()y*P' (x) = cp()S Ty ESP(x)
= cp(OA Y P (x) = A cp )y P (x) = A u(x),
wobei S71y#S = A¥ yV aus 5.6 sowie die Tatsache verwendet
wurde, dass A, als bloRe Zahl (Komponente) mit 1) kommutiert.
Dieser Wahrscheinlichkeitsstrom transformiert sich also wie ein
4-Vektor.

5.8 Paritatstransformation und Fermionen-Bilineare
PARITATSTRANSFORMATION:
Fir eine Paritdtstransformation
x'* = (ct,—x) = A(ct, X) = A¥,x¥

muss gerade A, = diag(1, —1, —1, —1) sein (Numerisch ist das
gleich g#"¥, aber bei g#" sind beide Indizes oben! Man kann in
Gleichungen also nicht A¥, durch g#¥ ersetzen.). Zur Transf. von
Spinoren ist eine Matrix P gesucht mit ¥’ (x") = Py (x) und
P~ly#p = A¥,y". Einfache Losung: P = y°, denn P~ 1y#P =
yOy#y 0 ist gleich y# fiir u = 0 und —y* fiir u = 1,2,3.
BASIS FUR EINEN FERMIONEN-BILINEARAUSDRUCK:
Definiert man & (x) := 1 (x)I(x) mit Einheitsmatrix I so ist dies
ein skalar, also Lorentz-invariant, denn

§'0) =9' (Y () = PSSP (x) = §(x).
Allgemein kann man Fermionen-Bilineare schreiben als YT,
mit einer 4 X 4-Matrix I'. 4 X 4-Matrizen hat 16 unabhangige
Komponenten, also hat deren vollstdandige Basis 16 Elemente.
Eine gute Wahl ist fiir die Basis ist

1 Skalar: =1

4 Vektoren: L =y

6 Tensoren: FHTV =0y = i[]’w Vv]/z

1 Pseudoskalar: [P =yg =y = iylyly?y3
4 Axialvekotren: Tt =vuys

Natiirlich sind alle diese I'* Matrizen, aber einige transformieren
sich wie Skalare, andere wie Vektoren usw. unter einer Lorentz-
Transformation.
GAMMA-5:
Eigenschaften von y5 := y5 := iy Oy ly?y3:
vsrh=—v%ys < {rsn}=0,
i
Vsow = 5Vslun]l =onys < [rs0u]=0
= [¥5,5] = [ys exp(— iw®a5/4)] = 0.

BEISPIELE:

Tensor TH == YotV y:

= T = S TIoRSY = SIS TIYES, ST IS = MY T,
(S~1y#S = A¥,y" aus 5.6 und A”, ist bloR Zahl/Komponente)
Axialvektor A := y*y<y (Lorentz-/Parititstransf.):

LT = A" = S~ ytysSih = S~y Sysyp = A, AY

PT = A" = P ykys Py = Py oy *ysy 'y = —ytys = —A-.
Wegen diesem Minus transformiert A* nicht wie ein Vektor,
sondern wie ein sog. Axialvektor.

5.9 Drehungen und Boosts von Spinoren

DREHUNG UM DIE Z-ACHSE:
Eine Drehung um w um die z-Achse x'# = A" x” lasst sich durch

1 0 0 0 1 0 0 O
g _[0 cosw —sinw 0} (0 1 —-w O _ u
A% = 0 sinw cosw O 0 w 1 0 gy twy
0 0 0 1 0 0 0 1

bewerkstelligen, wobei zuletzt die Naherung fiir ein
infinitesimales w gemacht wurde (fiir oben/unten Indizes ist g,
die Einheitsmatrix). Es gilt w', = —w & w!? = w und daher
i i

S(A) = exp (—Zwlzalz + w21021> = exp (—Ewau),
wobei das S aus 5.6 verwendet, wie auch, dass w*? und Oup
antisymmetrisch sind. Drehungen kénnen immer mit einem
Generator s, als § = exp(— iws,/h) geschrieben werden, der in
diesem Fall offensichtlich
h ih h ((;3 0 )

Sz = 5012 ZZ[Vsz] =5\o o

2 2
ist (man verwendet dabei [0, 0,] = 2i03). Die w; sind Eigenzust.

von s, mit Eigenwerten w; 3 = #/2, w, 4 = —h/2.
BOOSTS:
Gesucht sind die w®? einer infinitesimalen Lorentz-
Transformation fiir einen Boost in ein Intertialsystem mit
Geschwindigkeit ¥. Ansatz mit Richtung 7 = (ny, n,, n3) und
Rapiditat w (I sei die Matrix ohne w):
0 n n, ng
-n, 0 0 O
-n, 0 0 O
-n; 0 0 O
Daraus folgt, da 0,5 symmetrisch ist mit ¥ := (y*,y%,y?)

i i . .
S(A) = exp (—Zoaﬁw"‘ﬁ) = exp (—Z(am-a)o‘ - aiow‘°)>

w® = n? = 1.

i . 1 1
= exp (— Ewmaoi) = exp <Z wii[yo, —)7]) = exp (— Ewﬁ&),
wobei & = yo¥ und [y, —7] = —Yo¥ + ¥¥o = —2Vo¥ verwendet
wurde.

RAPIDITAT:
Fiir A folgt (@ sei die Matrix w®f)
N 0 -—n, N, —ng
PR Q) _ -n, 0 0 0 — Lyl
AV_AI/IE&(Q-'-N =expl| 0 0o |@|=¢e“

-n; 0 0 0

Die Minuszeichen in der ersten Matrixzeile kommen daher, dass \
nun ein Index oben und einer unten ist. I stehe fiir diese Matrix.
w ist die Rapiditat. Fiir den Fall #7 = (1,0,0) folgt \
_(—o01 O 2_(% 0 2n _ 2 2n+1 ‘
1_(0 0), =T ) = pr=rz o
Also gilt |

0 0

coshw —sinhw 0
A =e®! = coshwl + sinhwl = <— sinhw coshw )
0 Oy
Aus der bekannten Lorentz-Transformation folgt \

coshw =y
tanhw = v/c’

!
x'® =y(x°—vx'/c) = x°coshw — x' sinh w

xt =yt —vx°/c) = x! cosh w — x° sinh @

Fiir ein Teilchen mit p* = (E/c,p), p/|p| = A gilt
v =tanhw = lﬁi,
c E

was offensichtlich ist, wenn man |p| = ymv und E = ymc?

einsetzt. Die Rapiditat eines Teilchens ist dann

y = coshw =E,

_1l e“’_l coshw+sinhw_1 1+ tanhw
w_Zne“"_Zncoshw—sinhw_an—tanhw
1 E+|plc

“2"E— I




5.10 Ebene-Wellen-Losungen der Dirac-Gleichung

TEILCHEN IN RUHE:

Die Dirac-Gleichung (ihyua" — mc)P(x) = 0 hat Losungen
P(x) = e” P hw(p),

wobei w(p) Spinoren sind, die eigentlich von p (dem

Viererimpuls) abhingen; wegen E2 = (mc?)? + (pc)? ist p aber

unter Kenntnis von p bereits eindeutig definiert. Fiir ein

Teilchen in Ruhe ist p* = (E/c,0) = (£mc, 0) und es folgt, dass

fir E > 0 die Spinoren w, (0) = (1,0,0,0) und w,(0) = (0,1,0,0)

und fiir E < 0 die Spinoren w;(0) = (0,0,1,0) und w,(0) =

(0,0,0,1) die Dirac-Gleichung lésen (siehe 5.3 unten).

Es ist nun praktischer, immer E > 0 zu wahlen, sodass immer

pt = (+ mc? + ﬁz,ﬁ) gilt und die vier Lésungen dafiir zu

schreiben als
W) = e P hw (), P = e hws ,(F)
= (yﬂp“ - m__C)WLz(ﬁ) =0, (YMP” + mc)w3‘4(ﬁ) =0.
EBENE-WELLEN-LOSUNGEN:
Gesucht sind Ebene-Wellen-Losungen mit dem Impuls p* =
(E/c,p) und der Impulsrichtung p := p/|p|. Sie kénnen
hergeleitet werden durch einen Boost in —p-Richtung eines
Teilchen ins Ruhe mit pgype = (mc, 0):
Y(x) = S(A)Yrune Xrune)
= exp(iipRuhexRuhe/h) S(A)Wl (ﬁRuhe)
= exp(Lipx/h) S(A)w;(0),
wobei eingesetzt wurde, dass das Skalarprodukt px Lorentz-
invariant und pgyne = 0 ist. Das Produkt pd mit & := y,¥ (aus
5.9) lasst sich schreiben als
. _ (0 pd Hz_(@az <))_(% 0)
pa_(ﬁ& 0) = Ga7=(" (p&?) —\0 ay)
da (p3)? = p? (In 5.4 wurde (67)2 fiir # = p — g4 berechnet.
Fiir 4 = 0 folgt (67)2 = 2 = $2). S(A) ist in diesem Fall,
ausgehen von 5.9 mit & = y,

_ ,—wAd/2 _ ,wpd/2 _ Ly g
SN =e =e = coshw/2 +pasmh2

E +mc? 0 p,C (px —ipy)c
_|[E+me? 1 0 E+mc?  (p+ipy)c —p,C
~J 2mc? E+me? psC (px —ipy)c  E+mc? 0
(px +ipy)c —p,C 0 E 4+ mc?

Im letzten Schritt wurde verwendet, dass (mit 5.9, unten)

1+ coshw E + mc?
coshw/2 = 3 =

2mc?

E—mcz_ E +mc? |[E —mc?E + mc?
- E + mc? E + mc?

sinhw/2 = /cosh?w/2 — 1 =\/
_\/E+mc2 EZ—(mcz)Z_\/E+mc2 |Blc

2me? | (E+mc2)? ~ | 2mc? E+mc?
Da (x) = exp(xipx/h) S(A)w;(0) gilt, sind die w;(B) im
geboosteten System offensichtlich S(A)w;(0). Da w;(0) die
trivialen Einheitsvektoren (z. B. w,(0) = (0,1,0,0)) sind, sind die
neuen w;(p) gerade die Spalten der obigen Matrix S(A).

2mc? 2mc?

5.11 Der Dirac-See
Auch in der Dirac-Gleichung sind negative Energie E =

+./(mc?)? + (pc)? erlaubt. E(|p|) bildet zwei Hyperbeln mit y-
Schnittpunkten +mc?. Grundsitzlich sind also nach wie vor
Uberginge von Zustidnden mit E > 0 zu Zustinden mit E < 0
moglich. Im Unterschied zur Klein-Gordon-Gleichung behandelt
die Dirac-Gleichung aber nur Fermionen. Daher nimmt man an,
dass im Grundzustand alle Zustande mit E < 0 besetzt sind.
Diese Zustdnde bezeichnet man dann als gefiillten Dirac-See.
Wegen des Pauli-Prinzips (das gab es bei Klein-Gordon nicht)
sind Uberginge nach E < 0 nach verboten. Es ist aber méglich,
dass ein Photon ein Elektron von E < 0 nach E > 0 anregt. Im
Dirac-See fehlt dann eine negative Energie und eine negative
Ladung. Das entspricht gerade einem Positron mit positiver
Energie und Ladung.

5.12 u-und v-Spinoren
DEFINITION:
Man wahle als (rdumliche) Spin-Quantisierungsachse s# = (0, 5)
mit §2 = 1im Ruhesystem p* = (mc,a). Es gilt dann §% =
§,5% = —1. Nach einem Boost in ein System mit p* = (E/c,p)
und s? = s,s# = —1 folgt fiir die Teilchen-L6sung

W(x) = e P/ Mu(p, +5)
und fiir die Antiteilchen-Losung

P(x) = e My(p, ts).
Fiir § = Z (Quantisierung entlang z-Achse) mit z := (0, 2):

u(p,z) =wi(p)  v(p,2) =wslp)
u(p,—z) =wy(p)  v(p,—2) = wz ().

NORMIERUNG:
Man verwende €, €' € {1} zur Beschreibung der Vorzeichen.
Die folgenden Ausdriicke sind Skalarprodukte, also Lorentz-
invariant. Daher kann man nach dem Gleichheitszeichen § = 0
setzen. Fiir die wy ,-Spionren mit = 0 wirkt y° wie eine
Einheitsmatrix, fiir w; , wie eine negative Einheitsmatrix. Das
folgt aus der Definition der w; in 5.10. Daimt folgt:

a(p, e)uP, €'s) = w0y wi(ery = Sieyi(er) = Seets
u(p, es)v(p,€'s) = wi,(0)y°wa, = 0,
7(p, es)v(p, €'s) = W} o (O)Y°Wyr(er) = =8y(eyi(ery = —Bee
NORMIERUNG DER WAHRSCHEINLICHKEITSDICHTE:
Es gilt (ohne Beweis)

E
ut(p, es)ulp, €'s) = vi(p,es)v(p,€'s) = 6o me?’
VOLLSTANDIGKEITSRELATION:
Siehe auch 5.6 in Particle Physics. Analog zur Projektion
Y.nIn)n| schreibe man den Projektor auf positive Energien, eine
4 X 4-Matrix, als

(@), = . wlpre) T(p,es) = (

e=+1
Auf negative Energien:

u_
(_A_(p))ij = z vi(p' 55)17]'(17, ES) = (M) )
ij

2mc
e=+1

yup* + mc
2mc '
ij




6 Feldquantisierung

6.1 Quantisierung des elektromagnetischen Feldes
POTENTIALE, EICHFREIHEIT, EBENE-WELLEN-LOSUNGEN
Die Beschreibung von E, B erfolgt durch Potentiale,
E=-V¢—04/0t, BE=VxA4,

die bis auf eine Eichfreiheit

¢ =p+0of/ot, A->A=A4A-Vf
definiert sind. Diese erfiillen automatisch die homogenen
Maxwell-Gleichungen und miissen die inhomogenen erfiillen:

_> J _. d p

= — 2 _— = Hu _—— H =

VE Vi 3% VA = 9,0"¢ 3% 0,A ~
20t

+1 a v +a/T
Za\ VT 5
=aﬂa A+ V9,4 = p,j.

In der Coulomb-Eichung, VA = 0, ergibt sich daraus
2 p rd - a¢
Vi =—, 0,0"A = poj —

1 0E ,
x B ——— =V(VA) - V24

! =V
EN ot’
Man betrachte den einfachsten Fall, p = J = 0, sodass mit der
Bedingung ¢ "5 0auch ¢ = 0 gilt. Gesucht sind also Losungen
von aua#,cf = 0 mit VA = 0. Ein Ebene-Wellen-Ansatz liefert
L2

- T2 Lw -\ 2 -
A t) = Agei(i-on) = (?) —(#)'=0 o w=c[F
und mit der Eichbedingung VA=0 folgt Eﬁo = 0.
HAMILTONFUNKTION:
Das rdumliche Integral iiber die klassische Energiedichte sollte
die Hamiltonfunktion ergeben:

Hoq = %Of d3x (EZ + ngz)_
Da dies fiir ebene Wellen divergiert, beschrankt man sich auf
einen Wiirfel mit Kantenlange L und periodischen
Randbedingungen, sodass k diskret wird:

k= 2nt(ny, ny,n3)/L, n; € Z.

Man schreibt nun 4 als Fourier-Reihe mit zwei
Polarisationsvektoren & (I_é), &, (I_é), die mit k := E/|E| ein
rechtshandiges Orthonormalsystem bilden:

Ao =)
o

Der Vorfaktor sorgt dafiir, dass ar(ﬁ) dimensionslos ist. Man
definiert nun

5 1 oy i
= —2&.(k)e™,

fi =3
wobei man leicht zeigt, dass [, d*x f'2f 1z = 8,163 3 gilt.
Zudem gilt fr *E
dass das Orthonormalsysten &, &, k rechtshindig bleibt. Damit
folgt

AG e = Z / ~(a(F, OF 2+ ai (k)5 _3)

= Z m(ar(i{), t) + a;(—]})’ t)sr)fr,z'
T,k

Dabei wurde ausgenutzt, dass die Summe iiber —k dieselbe ist,

g a,ei(ﬁf—mkt) +a*e—i(zf—wkt) .
250V Wy r( ' ’ )

a.(k,t) = a.(k)e ik,

S
= syf, _ wobeis, = 1 so gewdlt werden muss,

wie die iiber k. Damit lisst sich das elektrische und magnetische
Feld wie folgt schreiben:

)
BVXAZ

(ar(k t)—ay(- K, t)sr)m)kfrk,

ar( kt)sr ar(k t))m)kf -, daE*=E

2&qwy

e (ar(k t) + ar( k, t)Sr)lk fr

—(ar(E)sraz (e0)) ik wh

Diese Felder sollen nun in das Integral von H,.,4 eingesetzt
werden. Dort wird das folgende Integral auftauchen:

f a2x (8 x fz (@) (% fo (D)
v
= 8y (K x &:.(K)) (K x &,/ (K)) = 630 (k28,80 — k£,
= 8718,,1k2,
wobei (@ x b)(é x d) = (d¢)(bd) — (b¢)(dd) und k&, = 0
verwendet wurde. Im Integral kommen E?

Folgenden fiir die beiden Es die beiden Versionen von oben

verwendet werden (c?k? = w$):
Hrad

18.k)

= EE vor, wobei im

f @x (~(a, (K. €) - (=K, 0)5,) (ar (K, £)s,
k!

— ay (K, 0)) wreone foefe
+c? (ar(l_& t)+ a;(—l_& t)s,) (arr(—ﬁ’, t)sp
@ (,0) (k% Frz) (K x o)
= % g ZS?CU;C (—(ar(l_& t) - a;(—l_& t)s;) (ar(—ﬁ, t)s, — a;(z, t)) w?
+ CZ(r:r(z t) + a; (=K t)s,) (a, (=K, O)s, + a7 (I, £)) k?)
- Zh“’k( 2~k )ar (K, ) + a, (R, )ai (k. 6))
rk

- P (a3 8, ) (B, ) + @, (R, £)a (1))

rk
Im vorletzten Schritt wurde einfach ausmultipliziert, s> = 1, und

im letzen wurde ausgenutzt, dass die Summe iiber —k dieselbe

2 2e0wy
T,

ist, wie die liber k. Ein Vergleich mit dem harmonischen
Oszillator ([a,a] = 1),

1 hw
H = hw (a*a + E) == (ata + aah),

zeigt grofRe Ahnlichkeit. Man interpretiert a, (E), a, (E) daher als
Ab-/Aufsteigeoperatoren mit
[a (), ay (k)] = 8,750,

[a76), a1, (&) = [, (8), (€] = 0

und dem Hamlltonoperator

Hraa = Z h“’k( T(k)a (k) + ) Z hawy (N (k) + )

Die Nullpunktsenergie spielt in der Regel keme Rolle, da nur
Energiedifferenzen gemessen werden kdnnen. Daher folgt fiir
H,,q und fiir andere Groéfien, wie etwa den Impuls dquivalent:

Heaa = ) heoN,(R), = > niew, ().
k Tk

r,
GRENZFALL L — oo:
Bisher wurde die Wellenzahl durch das gewihlte Volumen L3

gemafd k= 2m(nq4, ny,n3)/L quantisiert. Jeder dieser Vektoren
nimmt ein Volumen (2r/L)3 ein. Im Grenzfall gilt dann (27 /L)3
— d3k. Damit lassen sich die Summen in Integrale umschreiben:

2m\* 1 L\? P
1=Zaﬁ, =Z(7) <%> P —>fd ks(k - F).
k k L
Offenbar gilt also (L/2m)383; — 6(k — k’). Gesucht ist nun eine
Kommutatorrelation derart [br(E), b;r (l_c)’)] = 8(% - E’) die sich
genau dann ergibt, wenn man
bﬁﬂ(ﬁ) = Lli_)rg,/ (L/2m)3aP (E)

wahlt. Fiir das Vektorpotential gilt dann (cc. = kompl. konj.),
wenn man eine 1 in Form der Wurzelterme einfiigt:

= Z L (2_71)3 ’(i)g a,&.e(FE-wkt) 4 cc
2 L 2 T '
= Eowi \V T

—(2m)~3/2d3k

\/:me brgrei(z’?_“’kt)+cc.).
0 w, (21

Analog folgt fiir den Strahlung-Hamiltonoperator:




Hoq = Z (27”)3 hwk( ) ala, > Zfd3k hab! ()b, (K).

.,k

bI(E)bT/(E’), vor. Dadurch kann ein Photon mit k' vernichtet
und eines mit k erzeugt werden: ein Streuprozess.

6.2 Wechselwirkung des EM-Feldes mit Ladungen

Betrachtete Materie bestehe aus N Teilchen mit Massen m; und
Ladungen q;. Der Materie-Hamiltonoperator ist dann

S5\ 2
~ m; dri QLQJ
1 U
m : 2<dt> ¢ €72 4n£0|n 7|
f Ljii#]

Man betrachte das Strahlungsfeld, wie in 6.1, in Coulomb-
Eichung VA = 0, aber diesmal mit p # 0, sodass

- p 1 N
VE=—= —Z q:8(% - 7).
€ &4

Separiert man E= EL + ET =-V¢ — aﬁ/at in einen
longitudinalen Anteil mit V x EL = 0 und einen transversalen

Anteil mit VET = 0, so gilt wegen der Coulomb-Eichung
offensichtlich

EL = _V¢, ET = _a/i)/at.
Die Energie des Feldes lasst sich dann schreiben als
£ - o, o
Hem = Hyaq + He = ?"f d3x(E% + c*B? + E?).

Der E,E;-Term aus E2 verschwindet denn mi VA = 0 folgt, dass
EE, =V - 9A/ot = V(d) 6ﬁ/6t) gilt, was sich nach dem
Gaufdschen Satz in ein Oberflachenintegral umschreiben lasst
und man davon ausgeht, dass die Felder im unendlichen

verschwinden. Wie sich zudem zeigt, ist der EL -Term genau H:

52—°fd3x E? =£_2°fd3x (Vo)(Vo) = °fd3x P (—=V2¢)
1
= —J. d3x pp(%) = —f dSXd3x’—4ii:|)§(_xf)'|

qiq;
Es.
T2 Z 4n£0|rl—r]|+ s

ISBED]
Das Ejs ist die Unendlichkeit durch den i = j-Term, der im
Integral auftaucht, in der Summe aber nicht mehr. Da stets nur
Energiedifferenzen vernachlassigt werden, kann Eg
VernachlaSSIgt werden. Fiir den kanonischen Impuls gilt p; =
m;v; + qLAL, wobei A = A(rl) Setzt man dieses ¥; in H,,, oben
ein, folgt

z(* A)
~ bi — qi4;
H, = ————+H,
m : 2m; ¢
7 1 N
=E o ‘+HC+ET(_qipi i
— I. +H + __A’ ql A’
E 2 c E lpl. Zmi i

=Hp =Hjp
Es wurde verwendet, dass wegen VA = 0 gilt, dass p;A;y =

— qiAp; + q2A?)

/Tiﬁil/) ist. Zuletzt wurde ein Materie- und Interaction-
Hamiltonoperator definiert. Die Quantisierung von H,,q4 (freie
Strahlung) erfolgt wie in 6.1:

£ o - - -
Hua = 2 [ @x(@ +282) = Y [ @k hobf (E)b. (R).
r
Das Gesamtsystem lasst sich dann schreiben als
H =Hm+Hrad+H1 =H0+HI.

Hy, = H,, + H.,q lasst sich fiir einfache Probleme exakt l6sen, H;
storungstheoretisch behandeln. Man kann einen i-ten Zustand

schreiben als

) = 14)]-,n, (), ),
wobei |A) der H,,-Eigenzustand ist und n,. (E) die Anzahl an
Teilchen mit Polarisation r und Wellenvektor k. In niedrigster
Ordnung Storungstheorie treten dann Terme (l/)l |/Tiﬁl- |1p2) und
(zp1|/fl?|zp2) auf. Erstere beschreiben Emissionen/Absorptionen
eines Photons, da in ffl- Aufsteige-/Absteigeoperator einzelne
vorkommen. In fff kommen dann Kombinationen, z. B.

6.3 Strahlungsubergange im Atom

Man betrachte einen Ubergang |A) — |B) mit Energien E, und
Eg. Die Ubergangswahrscheinlichkeit ist durch Fermis Goldene
Regel (2.4) gegeben:

= 2 (B, (B) + 1] |4, m, (O) "8 CEs — En — haoy.
Das Matrixelement beschreibt einen Ubergang der atomaren
Zustinde |A) — |B) sowie die Erzeugung (Emission) eines
Photons mit r, E, sodass sich deren Anzahl um eins erhoht. Fiir

W,k

ein beliebiges k folgt

L3 2m\°3 L3 .
Wr = (%) Z(T) Wik = (%) f Clew,

=3

Fiir das Matrixelement folgt (wegen den Zustdnden nT(E) +1
und nr(E) verschwinden alle Terme aus a;r):

(B,n.(k) + 1|H,]4,n,.(k))

=- Z %w'"f@) + 1A 54,1, (R))

_ _Z;’l_ /28 f;w (n, (F) + 1laf [, (B)) {B]e 716, a)

_|n 27T (k) + 12 ql. —l.le p
€o ,/2w (271)3 “rpi

Der e!®k-Term aus A wurde bereits bei Fermls Goldener Regel
bertiicksichtigt und fiihrte zur dortigen Delta-Funktion. Die

4)

Summe liber E, r, die in A enthalten ist, liefert nur fiir das k aus
nr(E) einen Beitrag, da a, (k )|nr(k)) null ist fiir k # k'. Zudem
ist A; :== A(% = #), sodass hier der Faktor e~HkFi mit 7; statt X
auftaucht.

Im Ubergang nach L — oo folgt damit:

L 3
W, = <E> Jd3k W, g

2

h2m n (E) +1 e? qi =
=2 g T z ‘ < ~ikrig 5, A> S(E
g h j 20,2m)3m2 e Lum; |e ErPi (Ea
— Eg — hawy)
R 2
_h2m w? nr(k)+1e ZqL<B| .MQQA>
g R he3 2w(2m)3 m? e Lam; ¢

f da (n, (k) + 1) Z <|—lkn 51[4)

Dabei wurde ein Faktor (ez/mz)(m/e)2 mit Elektronenmasse m
und Elementarladung e hinzugefiigt wurde. Mit der
Dispersionsrelation w;, = ck folgt d3k = dQk?dk =

dQh tc3w2d(hwy), sodass die Delta-Funktion ausgewertet
werden kann, wobei w = (E4 — Eg)/h gilt. Im letzten Schritt
wurden die Konstanten u.a. zu a = e?/4mweyhc
zusammengefasst. Fiir ein grof3es n,. wird w,. grof3 (Laser), fiir
n, = 0 istaber auch w, # 0 (spontane Emission).

21Trr12c2




6.4 Strahlungsibergdnge im Atom — Spezialfalle
GROSSE WELLENLANGEN:

Fiir grofse Wellenldngen, Eﬁ « 1, folgt e~ ~ 1. Wie in 2.5
gezeigt, gilt p; = [X;, Hy,lm;/ih. Damit ergibt sich aus der letzten
Gleichung in 6.3:

f da (n, (%) + 1) —Z:T( e~ %1z, 5|4

o m 2
f a0 (n () + 1) | o= £(BIIZ: ai%;, Hn|4)|
g f da (n,(k) +1) Wauﬂ % qi%; |4)

2mm2c?

2

w,
T 21tm2c2

w

= ai
2mm2c?
2

(E) + 1)|5r3?BA|2,

wobei Xg, = (B| Y; q;X; |A)/e definiert wurde.

SPONTANE EMISSION:

Nimmt man aufSerdem nT(E) = 0 an (also spontane Emission)

und summiert liber alle méglichen Polarisationen taucht
folgende Summe auf (beachte, dass &, reell ist, also & = &, gilt):

Z|§r9?BA|2 = Z(-’?E’Agr)(gprA)
T T
= Xpa (51(519?314) + & (E%pa) + k(kaA) - k(kaA))
o [ P 5 PO
= XBa (xBA - k(kaA)) = |%gal? — |kaA|
= |5C>BA|Z - (|£BA| Cos 9)2 = |£BA|Z(1 — cos? 0).

Dabei wurde verwendet, dass £, £, und k eine orthonormale
Basis bilden (¥; &;(€;X¥) = X) Damit folgt:

w= ZWT fdQ z:leric’lglql2
=ﬂ|x |2fdﬂ(1—coszt9) =
2mc2 " BA
WASSERSTOFFATOM, 2p - 1s:
Fiir einen Ubergang 2p — 1s des Wasserstoffatoms folgt
|4) £ Ry1 (1)Y1m (6, ¢),  |B) = Ryo(r)Yoe (6, @).
Da das Wasserstoffatom nur ein Elektron besitzt, vereinfach sich
zudem X, = (B| Y; q;%; |A)/e = (B|X|A). Wie in 1.4 gezeigt
wurde, ist ¥ ein Vektoroperator (d.h. Tensoroperator vom Rang
[ = 1). Mit dem Wigner-Eckert-Theorem kann man zeigen, dass
[(B]X|A)|? = |{100|¥|21m}|? unabhingig von m ist. Man wihle
m = 0, woraus

4aw? X
2 |xBA| .

8ao N

(B|X|A) = V4
|| 73
folgt. Mit w = (E, — E;)/h folgt daraus

_(2)8a4c
w=(3 ~
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